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บทท่ี 3 

เรขาคณิตวิเคราะห์ 
 

3.1 ความรู้เบื้องต้นเกี่ยวกับเรขาคณิตวิเคราะห์ 

 3.1.1 ระยะทางระหว่างจุดสองจุด 

ก าหนดให้  111 , yxP  และ  222 , yxP  เป็นจุดในระนาบ  

1) กรณีที่ 
1P  และ 

2P  อยู่บนแกน X  หรืออยู่บนสว่นเสน้ตรงที่ขนานกับแกน X   

 

 

 

1 2 1 2 1 2PP PP x x    

 

 

 

2) กรณีที่ 
1P  และ 

2P  อยู่บนแกน Y  หรืออยู่บนสว่นเสน้ตรงที่ขนานกับแกน Y  

 

 

 

 

1 2 1 2 1 2PP PP y y    

 

 

 

3) กรณีที่ 
1P  และ 

2P  อยู่บนสว่นของเสน้ตรงซึ่งไม่ขนานกับแกน X  และไมข่นานกับแกน Y   

 

 

1 2PP  2 2

1 2PQ P Q   

    2 2

1 2 1 2x x y y     

       
2 2

1 2 1 2x x y y     

   

   

 

 

ทฤษฎีบท 1 ถ้า  111 , yxP  และ  222 , yxP  เป็นจุดในระนาบ  

ระยะทางระหว่าง 1P  และ 2P  เท่ากับ    
2 2

1 2 1 2x x y y    หน่วย 
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แบบฝึกหัด 

1. จงหาระยะทางระหว่างจุดแต่ละคู่ต่อไปนี้ 

1)  0 ,0  และ  4 ,0     2)  2,3  และ  3,3  

 

 

 

 

 

3)  0, 3  และ  0 ,0    4)  1, 2   และ  1, 2  

 

 

 

 

 

5)  4,5 2  และ  4,2 2    6)  0 ,0  และ  3, 4  

 

 

 

 

 

 

7)  2,1  และ  10,8    8)  1, 3   และ  5,5  

 

 

 

 

 

 

9)  2, 2   และ  1,1    10)  2 3, 6  และ  3 ,0  
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2. สามเหลี่ยมที่ก าหนดจุดยอดให้ต่อไปนีเ้ป็นสามเหลี่ยมชนิดใด 

1)    1,3 , 4,3A B   และ  1, 2C   

 

 

 

 

 

 

 

2)    5, 1 , 2,3A B   และ  3, 2C   

 

 

 

 

 

 

 

3)    2, 2 , 2, 2A B    และ  2 3 , 2 3C   

 

 

 

 

 

 

 

3. รูปสามเหลี่ยมรูปหน่ึงมจีุด  5,0  ,  6,0  และ  4, 4  เป็นจุดยอด จงหาพืน้ที่ของรูปสามเหลี่ยมนี้ 
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4. วงกลมวงหน่ึงมจีุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  2,3  และผ่านจุด  8, 5  

1) จงหาความยาวของรัศมีของวงกลมนี้  2) จุด  6,9  อยู่บนเสน้รอบวงของวงกลมน้ีหรือไม ่

 

 

 

 

 

 

 

 

5. จุด  0, 1 ,  2,3  และ  5,9  อยู่บนเสน้ตรงเดียวกันหรอืไม่ 

 

 

 

 

 

 

 

6. จงหาจุดบนแกน Y  ที่อยู่ห่างจากจุด  4, 4  และ  4,10  เป็นระยะทางเท่ากัน 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. วงกลมวงหน่ึง มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  1,0  และมีรัศมียาวเท่ากับ 5  หน่วย จงหาความยาวของ 

คอร์ดของวงกลมน้ี ซึ่งมจีุด  2 , 2  เป็นจุดกึ่งกลางคอร์ด 
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3.1.2 จุดกึ่งกลางระหว่างจุดสองจุด 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. จงหาจุดก่ึงกลางระหว่างจุดแต่ละคู่ต่อไปนี้ 

1)  1, 4  และ  5, 6    2)  0, 3  และ  5,7  

 

 

 

 

 

3) 5
, 1

2

 
  
 

 และ 3
, 7

2

 
 

 
   4) 1

, 3
2

 
 

 
 และ  3,1  

 

 

 

 

 

2. ก าหนดให้จุด B  เป็นจุดกึ่งกลางของส่วนของเสน้ตรง AC  จงหาพิกัดของจุด A  เมื่อ 

1) B  มีพิกัดเป็น  1, 2  และ C  มีพิกัดเป็น  3, 4  

 

 

 

 

 

2) B  มีพิกัดเป็น  3,0  และ C  มีพิกัดเป็น  2, 5  

 

 

 

 
 

ทฤษฎีบท 2 ถ้า  ,P x y  เป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด 

 111 , yxP  และ  222 , yxP   

แล้วพิกัด P  คือ 1 2 1 2,
2 2

x x y y
P

  
 
 
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ควรรู้ การหาจุดระหว่างจุด 2 จุด 

จากรูป ถ้า  เป็นจุดที่อยู่ระหว่าง  และ  และแบ่ง  

 ออกเป็นอัตราสว่น  แล้วพิกัด   

     คอื  

3. จงหาพิกัดของจุดปลายเสน้มัธยฐานของรูปสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดที่  5, 2A    ,  3,6B  และ 

 1, 2C   

 

 

 

 

 

4. ถ้าจุดปลายของเสน้ผ่านศูนย์กลางของวงกลมวงหน่ึงเป็น  1,5  และ  5,1  จงหาพิกัดของจุด

ศูนย์กลาง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. ก าหนดจุด  3, 5A    และ  5,1B  จงหา 

1) จุด C  เมื่อ C  เป็นจุดบนส่วนของเสน้ตรง AB  โดยที่ 3:1: CBAC  

2) จุด D  เมื่อ D  เป็นจุดบนส่วนของเสน้ตรง AB  โดยที่ 3:1: ABAD  

3) จุด E  เมื่อ E  เป็นจุดกึ่งกลางของเสน้ตรง AB  

2. จากรูป ถ้า 3:7: nm  จงหาพิกัดจุด P  
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ควรรู้ การหาจุดตัดของเส้นมัธยฐาน 

จากรูป ก าหนดให้  เป็นจุดตัดของเสน้มัธยฐานทั้งสามเสน้  

แลว้พิกัด  คือ   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. จงหาจุดตัดของเสน้มัธยฐานของสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดเป็น    2, 4 , 3,3  และ  2, 5  

 

 

 

 

 

 

 

2. สามเหลี่ยมที่มีจุดยอด    2,5 , 2, y  และ  , 4x   ถ้าจุดตัดของเสน้มัธยฐานของสามเหลี่ยมนีค้ือ 

5
, 1

3

 
 

 
 จงหา x y  
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ควรรู้ การหาพื้นที่รูปหลายเหลี่ยม 

 ขั้นที่ 1 : วาดรูป 

 ขั้นที่ 2 : เลอืกจุดเร่ิมต้น 

 ขั้นที่ 3 : วนจุดที่เหลอื (ตามหรือทวนเข็มนาฬิกาก็ได้) 

   จะได้ พ้ืนที่    =     

 หมายเหต ุ ในขั้นที่ 3 คูณขึน้เครื่องหมายตรงข้าม คูณลงเครื่องหมายเหมือนเดมิ 

จากน้ันก็น าผลลัพธ์มารวมกัน แล้วหารด้วย 2 ตามขั้นที่ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. ก าหนดจุด        2,4 , 1,5 , 5,1 , 3, 1A B C D   และ  3, 1E    จงหา 

1) พ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดเป็น ,A B  และ C  

2) พ้ืนที่รูปสี่เหลี่ยมที่มีจุดยอดเป็น , ,A B D  และ E  

 3) พ้ืนที่รูปห้าเหลี่ยมที่มีจุดยอดเป็น , , ,A B C D  และ E  

 

 

 

 

 

 

 

2. ก าหนด    4, 4 , 5, 2A B   และระยะ PBPA  ถ้าพ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม  

10PAB  ตารางหน่วย จงหาพิกัดของจุด P  
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3.1.3 ความชันของเส้นตรง 

 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. จงหาความชันของเสน้ตรงที่ผ่านจุดสองจุดต่อไปนี้ 

1)  0 ,0  และ  2 , 4    2)  2, 3   และ  1,7  

 

 

 

 

 

3)  4,3  และ  0 ,0    4)  1, 2  และ  4, 1  

 

 

 

 

 

5)  0 ,0  และ  5,0    6) 1
4,

2

 
  
 

 และ 1
2,

2

 
 

 
 

 

 

 

 

 

7)  0, 2  และ  0 ,0    8)  2 , 3   และ  2 ,3  

 

 

 
 

 

 

 

บทนยิาม ให้ l  เป็นเสน้ตรงที่ผ่านจุด  111 , yxP  และ  222 , yxP  

           โดยที่ 
1 2x x   

           m  เป็นความชันของเสน้ตรง l  ก็ต่อเมื่อ 1 2

1 2

y y
m

x x





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2. จงหาค่า a  ที่ท าให้เสน้ตรงที่ผ่านจุด P  และจุด Q  มีความชันเท่ากับ m  ตามที่ก าหนดให้ 

1)  2 ,3P  และ  4,Q a  ; 3m    2)  1, 2P a    และ  0,6Q  ; 2m     

 

 

 

 

 

 

3. จงหาความชันของแตล่ะด้านของรูปสามเหลี่ยมซึ่งมีจุด    6, 4 , 1, 4A B  และ  1, 1C    เป็นจุด

ยอด 

 

 

 

 

 

 

 

4. ก าหนดให้      6, 4 , 1, 4 , 1, 1A B C    และ  8, 1D    เป็นจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม จงหา

ความชันของส่วนของเสน้ตรงแตล่ะเสน้ซึ่งแบ่งรูปสี่เหลี่ยมนีอ้อกเป็นรูปสามเหลี่ยมสองรูปที่มีพ้ืนที่เท่ากัน 

 

 

 

 

 

 

 

5. ก าหนดให้    6, 2 , 2, 2 ,A B C    และ D  เป็นจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู มีด้าน AB  เป็นฐาน

ที่ยาวเป็น 2  เท่าของด้านคู่ขนาน DC  มีมุม A  เป็นมุมฉาก และมีพ้ืนที่ 24  ตารางหน่วย จงหาความชัน

ของด้าน BC  
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3.1.4 เส้นขนาน 

 

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. ก าหนดให้ 
1l   : ผ่านจุด  0 ,0  และ  2 , 4  

   
2l   : ผ่านจุด  2, 3   และ  3,3  

   
3l   : ผ่านจุด  1, 6  และ  0 ,0  

   
4l   : ผ่านจุด  4,3  และ  2,7  

เสน้ตรงใดต่อไปนี ้ขนานกัน 

 

 

 

 

 

 

2. จงแสดงว่า เสน้ตรงที่ผ่านจุด  2, 4   และ  3,3  ขนานกับเสน้ตรงซึ่งผา่นจุด  1, 2  และ  6,5  

 

 

 

 

 

 

 

3. ถ้าเสน้ตรงผ่านจุด  , 7a  และ  3, 2   ขนานกับเสน้ตรงผ่านจุด  3, 2  และ  1, 4  จงหาค่า a  

 

 

 

 

 

 
 

 

ทฤษฎีบท 3 เสน้ตรงสองเสน้ที่ไมข่นานกับแกน Y  จะขนานกัน  

ก็ต่อเมื่อ ความชันของเสน้ตรงทั้งสองเท่ากัน 
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4. จุด    1, 2 , 6 ,7A B  และ  3, 4C   อยู่บนเสน้ตรงเดยีวกันหรอืไม ่เพราะเหตุใด 

 

 

 

 

 

 

 

5. จงหาค่า k  ที่ท าให ้    ,6 , 1, 4k   และ  4, 2  อยู่บนเสน้ตรงเดยีวกัน 

 

 

 

 

 

 

 

6. จงแสดงว่า      2, 1 , 1,0 , 4,3A B C   และ  1, 2D  เป็นจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมดา้นขนาน 

 

 

 

 

 

 

 

7.      4,1 , 5, 4 , 1, 2A B C     และ  ,D x y  เป็นจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมดา้นขนาน ABCD  จง

หาพิกัดของจุด D   
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3.1.5 เส้นตั้งฉาก 

 

 

 

 

 
 

แบบฝึกหัด 

1. จงแสดงว่าจุด    4,3 , 1,2A B   และ  2,11C  เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

 

 

 

 

2. จงบอกความชันของเสน้ตรงที่ก าหนดให้ และความชันของเสน้ตรงซึ่งต้ังฉากกับเส้นตรงที่ก าหนดให้ 
 

สมการเส้นตรง ความชันของสมการเส้นตรง ความชันของเส้นตั้งฉาก 
 

1) ผ่านจุด  3, 2  และ  1, 4  
 

  

 

2) ผ่านจุด  0 ,0  และ  3, 4  
 

  

 

3) ผ่านจุด  2, 1   และ  3,1  
 

  

3. เสน้ตรงผ่านจุด  , 7k  และ  3, 2   ต้ังฉากกับเสน้ตรงผ่านจุด  3, 2  และ  1, 4  จงหาค่า k  

 

 

 

 

 

4. จุด      2,5 , 2,9 , 6,9A B C  และ  6,5D  เป็นจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม จงแสดงว่าเสน้ทแยงมุม

ทั้งสองของรูปสี่เหลี่ยมต้ังฉากซึ่งกันและกัน  

 

 

 
 

 

ทฤษฎีบท 4 เสน้ตรงสองเสน้ที่ไมข่นานกับแกน Y  จะต้ังฉากกัน  

ก็ต่อเมื่อ ผลคูณของความชันของเสน้ตรงทั้งสอง

เท่ากับ 1  



เอกสารประกอบการเรียน ค30202 คณิตศาสตร์เพิ่มเติม 2                    บทท่ี 3 เรขาคณติวิเคราะห์                         หนา้ | 14 

 

-  

-  

 

 

0 
X 

Y 

 
-  

-  

 

 

0 
X 

Y 

 

-  

-  

 

 

0 
X 

Y 

 

-  

-  

 

 

0 
X 

Y 

3.1.6 ความสัมพันธ์ซ่ึงมีกราฟเป็นเส้นตรง 

  1) ความสัมพันธ์ซึ่งมีกราฟเป็นเสน้ตรงที่ขนานกับแกน X  คือ   , |x y y b  เช่น 

 

 

 

 

 

 

 

 

  2) ความสัมพันธ์ซึ่งมีกราฟเป็นเสน้ตรงที่ขนานกับแกน Y  คือ   , |x y x a  เช่น 

 

 

 

 

 

 

 

  

  3) ความสัมพันธ์ซึ่งมีกราฟเป็นเสน้ตรงที่ไมข่นานกับแกน X  และไมข่นานกับแกน Y  

   ถ้า  ,x y  เป็นจุดอื่นๆ บนเสน้ตรง l  จะได้  

     1

1

y y
m

x x





 

สรุป ความสัมพันธ์ซึ่งมีกราฟเป็นเสน้ตรงที่มี 

ความชัน m  และผ่านจุด  1 1,x y  คือ 

         1 1, |x y y y m x x    

    

รูปทั่วไปของสมการเส้นตรง คือ 0A x B y C    

 

แบบฝึกหัด 

1. ข้อความต่อไปนีถู้กหรือผิด 

1) เสน้ตรง 3y   ผ่านจุด  5,3   2)  1, 2   อยู่บนเสน้ตรง 1x  

3) เสน้ตรง 2 0x y    ผ่านจุด  1,3   4)  0,1  อยู่บนเสน้ตรง 3 2 2 0x y    

5) เสน้ตรง 2 3 1x y   ไมผ่่านจุด  2,1  6)  2, 1  ไมอ่ยู่บนเสน้ตรง 1y x   
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2. จงหาความสัมพันธ์ซึ่งมีกราฟเป็นเสน้ตรงตามสมบัติที่ก าหนดให้ต่อไปนี้ 

1) ขนานกับแกน X  และอยู่เหนือแกน X  เป็นระยะ 5  หน่วย 

2) ขนานกับแกน X  และอยู่ใต้แกน X  เป็นระยะ 1

2
 หน่วย 

3) ขนานกับแกน X  และผ่านจุด  1, 2  

4) ขนานกับแกน Y  และอยู่ทางซ้ายแกน Y  เป็นระยะ 3  หน่วย 

5) ขนานกับแกน Y  และอยู่ทางขวาแกน Y  เป็นระยะ 4
2

5
 หน่วย 

6) ขนานกับแกน Y  และอยู่ห่างจากจุด  2,0  เป็นระยะ 5  หน่วย 

7) ที่มีความชันเท่ากับ 3  และผ่านจุด  1, 2  

 

 

 

 

 

 

8) ที่มีความชันเท่ากับ 2  และผ่านจุด  1,1  

 

 

 

 

 

 

9) ผ่านจุด  4,5  และ  2, 2   

 

 

 

 

 

 

10) ผ่านจุด  1,1  และ  3, 2  
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11) ผ่านจุด  1,0  และขนานกับเสน้ตรงซึ่งผ่านจุด  1, 2  และ  3,3  

 

 

 

 

 

 

 

12) ผ่านจุด  2, 1   และขนานกับเสน้ตรงซึ่งผ่านจุด  5,0  และ  3,3  

 

 

 

 

 

 

 

13) ผ่านจุด  1,0  และต้ังฉากกับเสน้ตรงซึ่งผ่านจุด  1, 2  และ  3,3  

 

 

 

 

 

 

 

14) ผ่านจุด  2, 1   และต้ังฉากกับเสน้ตรงซึ่งผ่านจุด  5,0  และ  3,3  

 

 

 

 

 

 

15) ผ่านจุด  3, 1  และต้ังฉากกับเสน้ตรงซึ่งผ่านจุด  1,1  และ  1, 4   
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ควรรู้ ถ้าเสน้ตรงตัดแกน X  ที่จุด  , 0a  เรียก a  ว่าระยะตัดแกน X  ( x – intercept)  

ถ้าเสน้ตรงตัดแกน Y  ที่จุด  0,b  เรียก b  ว่าระยะตัดแกน Y  ( y – intercept) 

 

 

 

 

 

ความชันของเส้นตรง 

ความชันของเส้นตรง 

 

พิจารณาความสัมพันธ์     1 1, |x y y y m x x    ซึ่งมกีราฟเป็นเสน้ตรงที่มีความชัน m  และผ่าน

จุด  1 1,x y   

จากสมการ  1 1y y m x x    เมื่อน ามากระจายและจัดรูปใหม่จะได้ 

1 1y y m x m x    

     1 1y m x m x y    
 เน่ืองจาก 

1,m x  และ 
1y  ต่างก็เป็นค่าคงตัว ถ้าให้ 1 1c m x y    จะเขียนสมการไดด้ังนี้ 

          y mx c   เมื่อ c  เป็นค่าคงตัว 

 
 

 และพิจารณาสมการ 0A x B y C    เมื่อ 0A   และ 0B    

 จากสมการ 0A x B y C    เมื่อน ามาจัดรูปใหม่ จะได้ A C
y x

B B
    

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. จงจัดสมการเสน้ตรงให้อยู่ในรูป y mx c   และบอกความชัน ระยะตัดแกน X  และแกน Y   
 

สมการ y mx c   ความ

ชัน 

ระยะตัดแกน X  ระยะตัดแกน Y  

1) 5 0x y        

2) 4 2 3 0x y        

3) 5 1 0x y        

4) 3 5x y       

5) 2 3
4

3 2
x y       

6) 3 2 0y        

7) 4x       

 



เอกสารประกอบการเรียน ค30202 คณิตศาสตร์เพิ่มเติม 2                    บทท่ี 3 เรขาคณิตวิเคราะห์                         หนา้ | 18 

สรุปว่า  เราสามารถหาความชันได้โดย 

ข้อมูลที่ก าหนดให้ ความชัน ( ) 

เส้นตรงผ่านจุด  

และ  
 

  สัมประสิทธิ์ของ  

  

 

2. ก าหนดให้  

1l   : 2 8x y   

 
2l   : 2 3 6 0x y    

 
3l   : 2

8
3

y x   

 
4l   : 6 2y x   

เสน้ตรงใดต่อไปนี ้ขนานกัน 

 

 

 

3. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผ่านจุด  2,1  และขนานกับเสน้ตรง 6 2y x   

 

 

 

 

 

 

4. จงหาสมการเสน้ตรงที่ขนานกับเสน้ตรง 3 5 0x y    และผ่านจุด  1, 4  

 

 

 

 

 

 

5. จงหาสมการเสน้ตรงที่ผ่านจุด  3, 2  และต้ังฉากกับเสน้ตรง 2
8

3
y x   

 

 

 

 

 

 

6. จงหาสมการเสน้ตรงที่ต้ังฉากกับเสน้ตรง 3 1 0x y    และผ่านจุด  2, 2    
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-6 

-4 

-2 

-6 -4 -2 

6 

4 

6 4 

2 

0 2 

Y 

X 

จงเขียนกราฟของ 2 3 1 0x y    และ 2 0x y    และหาพิกัดของกราฟทั้งสอง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. จงหาสมการเสน้ตรงที่ขนานกับเสน้ตรง 2
8

3
y x   และผ่านที่เสน้ตรง 2 3 1 0x y    ตัดกับเสน้ตรง 

2 0x y    
 

 

 

 

 

 

8. จงหาสมการที่ผ่านจุดตัดของเสน้ตรง 7 11 0x y    และ 3 5 7 0x y    และต้ังฉากกับเสน้ตรง 

3 8x y    
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9. จงหาสมการเสน้ตรงที่มีความชันเท่ากับ 
3

2
  และมีระยะตัดแกน Y  เท่ากับ 11 

 

 

 

 

 

 

10. ให้    1, 2 , 3,0A B  และ  5, 4C  เป็นจุดยอดทัง้สามของสามเหลี่ยม ABC  สมการของเสน้ตรงที่มี

ความชันเท่ากับ 1 และผ่านจุดตัดกันของเสน้มัธยฐานของสามเหลี่ยม ABC  ตรงกับข้อใดต่อไปนี ้( 38tEn  ) 

 

 

 

 

 

 

 
 

11. วงกลมวงหน่ึงมจีุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  1, 2  วงกลมน้ีมีเส้นตรงลากมาสัมผัสที่จุด  2, 4  จงหา

สมการเสน้สัมผัสน้ี 

 

 

 

 

 

 

 
 

12. เสน้ตรงที่ผ่านจุด  1, 3  ต้ังฉากและตัดกับเสน้ตรง 052  yx  ที่จุดใด 
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3.1.6 ระยะห่างระหว่างเส้นตรงกับจุด 

  

 

 

 

 

แบบฝึกหัด 

1. จงหาระยะห่างระหว่างกราฟของสมการกับจุดที่ก าหนดให้ต่อไปนี้ 

1) 4 3 7 0x y    ,  1, 2    2) 12 5 2x y   ,  2, 2   

 

 

 

 

 

 

 

3) 5y x   ,  2,3     4) 1y   ,  0 ,0   

 

 

 

 

 

 

 

 

2. วงกลมวงหน่ึงมจีุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  1,3  และสัมผัสกับเสน้ตรง 1 yx  อยากทราบว่ารัศมีของ

วงกลมยาวกี่หนว่ย 

 

 

 

 

 
 

 

ทฤษฎีบท 5 ระยะระหว่างเสน้ตรง 0 CByAx  กับจุด  11, yx  

เท่ากับ 1 1

2 2

Ax By C
d

A B

 



 หน่วย 
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3. ระยะทางที่ส้ันที่สุดจาก  0 ,0  ไปยังเสน้ตรง 4 3 10x y   เป็นระยะทางกี่หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. จงหาค่า k  ที่ท าให้จุด  3,5  อยู่ห่างจากเส้นตรง 12 5 0x y k    เป็นระยะทาง 3  หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. จงหาจุดบนแกน X  ซึ่งอยูห่่างจากเส้นตรง 0434  yx  เป็นระยะทาง 3  หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. จงหาจุดบนแกน Y  ซึ่งอยูห่่างจากเส้นตรง 5 0x y    เป็นระยะทาง 5

2
 หน่วย 
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แบบฝึกหัด 

1. จงหาระยะห่างระหว่างเสน้ตรงสองเสน้ที่ก าหนดให้ต่อไปนี้ 

1) 3 4 11 0x y    , 3 4 1 0x y      2) 12 5 11 0x y    , 12 5 2x y    

 

 

 

 

 

 

 

 

3) 2 3 13 0x y    , 4 6 26 0x y     4) 2y x  , 4 2 3 0x y     

 

 

 

 

 

 

 

 

2. วงกลมวงหน่ึงสัมผัสกับเสน้ตรง 3 4 5 0x y    และ 3 4 15 0x y    อยากทราบว่ารัศมีของวงกลมยาว

กี่หนว่ย 

 

 

 

 

 
 

ทฤษฎีบท 6 ระยะระหว่างเสน้ตรง 01  CByAx  และ 

     เสน้ตรง 02  CByAx  

เท่ากับ 1 2

2 2

C C
d

A B





 หน่วย 
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3. จงหาสมการของเสน้ตรงที่ขนานกับเสน้ตรง 3 4 5 0x y    และอยู่ห่างจากเส้นตรงนี ้1 หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. จงหาสมการของเสน้ตรงที่ต้ังฉากกับเสน้ตรง 8 15 3 0x y    และอยู่ห่างจากจุด 15 8 3 0x y    เป็น

ระยะ 2  หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

5. เสน้ตรงที่ลากผา่นจุด  2,8  และขนานกับเสน้ตรง 02034  yx  จะอยู่ห่างจากเส้นตรง 

8 6 1 0x y    เป็นระยะทางกี่หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. จงหาสมการเสน้ตรงที่ขนานและอยู่กึ่งกลางระหว่างเสน้ตรง 13  xy  กับเสน้ตรง 023  yx  
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3.2 ภาคตัดกรวย (Conic Section) 

 คือรูปในระนาบที่เกิดจากการตัดกันของระนาบกับกรวย ภาคตัดกรวยที่จะศึกษากันเกิดจากระนาบที่ไม่ผ่าน

จุดยอดของกรวยดังแสดงในรูป เมื่อระนาบต้ังฉากกับแกนของกรวย ระนาบตัดกรวยข้างเดยีว ได้ภาคตัดกรวยที่

เรียกว่า วงกลม (circle) เมื่อระนาบไมต้ั่งฉากกับแกนของกรวยแต่ท ามุมแหลมกับแกนของกรวย ระนาบจะตัดกรวย

ข้างเดยีว ได้ภาคตัดกรวยที่เรยีกว่า วงร ี(ellipse) เมื่อระนาบขนานกับตัวก่อก าเนิดของกรวย ระนาบจะตัดกรวยขา้ง

เดยีว ได้ภาคตัดกรวยที่เรยีกว่า พาราโบลา (parabola) และเมื่อระนาบขนานกับแกนของกรวย ระนาบจะตัดกรวย

สองข้างไดภ้าคตัดกรวยที่เรยีกว่า ไฮเพอร์โบลา (hyperbola) 

 

 

 

 

 

 

 

 3.2.1 วงกลม 

 

 

 

 

 

 

รูปแบบทั่วไปของสมการวงกลม 2 2 0x y Ax By C      
 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 2 2x y r      
2 2 2x h y k r     

จุดศูนย์กลาง  0,0   ,h k  

รัศมี r  หน่วย r  หน่วย 

 

 

 

กราฟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทนยิาม วงกลม (circle) คือเซตของจุดทั้งหมดในระนาบที่ห่างจาก

จุดๆ หน่ึงที่ตรึงอยูก่ับที่เป็นระยะทางคงตัว จุดที่ตรึงอยูก่ับ

ที่น้ีเรียกว่า จุดศูนย์กลาง (center) ของวงกลม และ

ระยะทางคงตัวดังกล่าวเรียกว่า รัศมี (radius) ของวงกลม 



เอกสารประกอบการเรียน ค30202 คณิตศาสตร์เพิม่เติม 2                    บทท่ี 3 เรขาคณติวิเคราะห์                         หนา้ | 26 

แบบฝึกหัด 

1. จงแสดงว่าสมการต่อไปนีเ้ป็นสมการวงกลม แลว้หาจุดศูนย์กลางและความยาวของรัศมีของวงกลม พร้อม

ทั้งเขียนกราฟ 

1) 2 2 1x y        2) 2 2 16 0x y    

   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____ 

   รัศมียาว _____ หน่วย        รัศมียาว _____ หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

3)  
2 22 25x y        4)  

22 1 4x y    

   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

   รัศมียาว _____ หน่วย       รัศมียาว _____ หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

5)    
2 2

1 3 9x y        6)    
2 2

2 1 8x y     

   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

   รัศมียาว _____ หน่วย       รัศมียาว _____ หน่วย 
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7) 2 2 4 5 0x y x         8) 2 2 2 6 6 0x y x y      

 

 

 

 

 

 

   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____    สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____ 

   รัศมียาว _____ หน่วย        รัศมียาว _____ หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

9) 2 2 4 2 5 0x y x y         10) 2 2 5
2 0

2
x y x y      

 

 

 

 

 

 

   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

   รัศมียาว _____ หน่วย      รัศมียาว _____ หน่วย 
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2. จงหาพืน้ที่ของบรเิวณที่อยู่นอกวงกลม 2 2 4 0x y    แตอ่ยู่ภายในวงกลม 2 2 4 12 0x y y     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. จงเขียนกราฟของอาณาบรเิวณซึ่งก าหนดโดยเซตต่อไปนี้ 

1)   2 2, | 25x y x y     2)   2 2, | 4 2 1 0x y x y x y      

 

 

 

 

 

 

   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____   สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด _____ 

   รัศมียาว _____ หน่วย      รัศมียาว _____ หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

4. จงหาจุดตัดของกราฟของสมการ 1x y   และ 2 2 3 0x y x y     
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5. จงหาสมการของวงกลมที่สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

1) จุดศูนย์กลางอยู่ที่  1,2  และรัศมียาว  2) จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุดก าเนิด และรัศมียาว 5  หน่วย 

   3  หน่วย         

 

 

 

 

 

 

 

3) จุดศูนย์กลางอยู่ที่  1, 3   และสัมผัส 4) จุดศูนย์กลางอยู่ที่  2,5  และผ่านจุด  1,9  

   แกน X  

 

 

 

 

 

 

 

5) จุดปลายของเสน้ผ่านศูนย์กลาง คือ  1,3  6) วงกลมอยูใ่นควอดรันต์ที่ 1 และสัมผัสแกน X  

   และ  7, 5        และแกน Y  รัศมียาว 4  หน่วย  

 

 

 

 

 

 

 

6. จงหาสมการวงกลมที่ีมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  1, 2  และสัมผัสกับเสน้ตรง 3 4 5 0x y    
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 3.2.2 วงรี 

 

 

 

 

 

 

 

รูปแบบทั่วไปของสมการวงรี 2 2 0Ax By Cx Dy E      

 

 เมื่อ 0a b   แกนเอกอยู่ในแนวนอน 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 2

2 2
1

x y

a b
      

2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

จุดศูนย์กลาง  0,0   ,h k  

จุดยอด  1 , 0V a  และ  2 , 0V a   1 ,V h a k  และ  2 ,V h a k  
 

โฟกัส 
 1 , 0F c  และ  2 , 0F c  

โดยที่ 2 2 2c a b   

 1 ,F h c k  และ  2 ,F h c k  

โดยที่ 2 2 2c a b   

แกนเอก 2a  หน่วย 2a  หน่วย 

แกนโท 2b  หน่วย 2b  หน่วย 

 

 

 

กราฟ 

 

 

 

  

 

สว่นของเสน้ตรงที่ต้ังฉากกับแกนเอกที่ โฟกัส  

และมีจุดปลายทั้งสองดา้นบนวงรี เรียกว่า เลตัสเรกตัมของวงรี 

ซึ่งจุดปลายจุดหนึ่งของเลตัสเรกตัมถึงโฟกัส เท่ากับ 
2b

a
   

ดังน้ัน เลตัสเรกตัมยาว 
22b

a
 หน่วย  

 

บทนยิาม วงร ี(ellipse) คือเซตของจุดทั้งหมดในระนาบซึ่งผลบวกของ

ระยะทางจากจุดใดๆ ไปยังจุด 
1F  และ 

2F  ที่ตรึงอยูก่ับที่มี

ค่าคงตัว โดยที่ค่าคงตัวนี้ต้องมากกว่าระยะห่างระหว่างจุดที่

ตรึงอยูก่ับที่ทั้งสองจุด จุดสองจุดที่ตรึงอยูก่ับที่นีเ้รียกว่า 

โฟกัส (focus) ของวงร ี
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 เมื่อ 0a b   แกนเอกอยู่ในแนวต้ัง 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 2

2 2
1

x y

b a
      

2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

จุดศูนย์กลาง  0,0   ,h k  

จุดยอด  1 0,V a  และ  2 0,V a   1 ,V h k a  และ  2 ,V h k a  
 

โฟกัส 
 1 0,F c  และ  2 0,F c  

โดยที่ 2 2 2c a b   

 1 ,F h k c  และ  2 ,F h k c  

โดยที่ 2 2 2c a b   

แกนเอก 2a  หน่วย 2a  หน่วย 

แกนโท 2b  หน่วย 2b  หน่วย 

 

 

 

 

 

กราฟ 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 ความเยือ้งศูนย์กลางของวงรมีีค่าระหว่าง 0  และ 1 น่ันคือ 0 1e    

 ถ้า e  มีค่าใกล้ 1 หรือ c  มีค่าเกอืบจะเท่ากับ a  แล้ววงรมีีความรมีาก (มีรูปรา่งเรียวยาว) 

 ถ้า e  มีค่าใกล้ 0  แล้ววงรมีีความรน้ีอย (มีรูปรา่งเกอืบจะกลม) 

 

 

 

0.1e     0.5e    0.87e    0.95e   
 

บทนยิาม ความเย้ืองศูนย์กลาง (eccentricity) ของวงร ีแทนดว้ย e  คือ อัตราสว่นของ c  ต่อ a  

 เมื่อ 2 2 2c a b   น่ันคือ c
e

a
  
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แบบฝึกหัด 

1. จงหาจุดศูนย์กลาง จุดยอด โฟกัส ความเยือ้งศูนย์กลาง ความยาวแกนเอก และความยาวแกนโท ของวงรี

แล้วเขียนกราฟ 

1) 
2 2

1
25 16

x y
       2)    

2 2
1 2

1
25 9

x y 
   

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จดุ __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____  ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____ 

แกนเอกยาว _____ หน่วย   แกนเอกยาว _____ หน่วย  

แกนโทยาว _____ หน่วย    แกนโทยาว _____ หน่วย  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

3) 2 24 9 36x y      4)    
2 2

5 2 6 3 30x y     

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____  ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____ 

แกนเอกยาว _____ หน่วย   แกนเอกยาว _____ หน่วย  

แกนโทยาว _____ หน่วย    แกนโทยาว _____ หน่วย  
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5) 2 225 16 400x y      6)  
2225 4 1 100x y    

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____  ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____ 

แกนเอกยาว _____ หน่วย   แกนเอกยาว _____ หน่วย  

แกนโทยาว _____ หน่วย    แกนโทยาว _____ หน่วย  

 

 

 

 

 

 

 

 

7) 2 216 25 200 0x y y      8) 2 22 11 4 44 24 0x y x y      

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกสัอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____  ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____ 

แกนเอกยาว _____ หน่วย   แกนเอกยาว _____ หน่วย  

แกนโทยาว _____ หน่วย    แกนโทยาว _____ หน่วย  
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9) 2 29 4 18 16 11 0x y x y       10) 2 225 16 50 64 311 0x y x y      

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____  ความเยือ้งศูนย์กลาง เท่ากับ _____ 

แกนเอกยาว _____ หน่วย   แกนเอกยาว _____ หน่วย  

แกนโทยาว _____ หน่วย    แกนโทยาว _____ หน่วย  

 

 

 

 

 

 

 

 

2. จงหาเสน้ตรงผ่านจุดศูนย์กลางของวงรี 2 24 9 48 72 144 0x y x y      และต้ังฉากกับเสน้ตรง 

3 4 5 0x y     
 

 

 

 

 

 

 

 

3. ก าหนดสมการวงร ี 2 29 5 36 10 139 0x y x y       จุด 1F  และ 2F  เป็นจุดโฟกัสของวงร ี ให ้ 1L  และ 

2L  เป็นเสน้ตรงสองเสน้ที่ขนานกันมีความชันเท่ากับ 4

3
 และผ่านจุด 1F  และ 2F  ตามล าดับ  จงหาระยะ

ระหว่างเสน้ตรง 1L  และ 2L    
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4. จงหาสมการวงรทีี่สอดคล้องกับเงื่อนไขที่ก าหนดให้ 

1) จุดศูนย์กลาง  0,0  แกนเอกยาว 10  หน่วย 2) จุดศูนย์กลาง  0,0  แกนเอกยาว 6  หน่วย 

    แกนโทยาวยาว 8  หน่วย และโฟกัสอยู่บน     แกนโทยาวยาว 4  หน่วย และโฟกัสอยู่บน 

    แกน Y            แกน X 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) โฟกัส    3,0 , 3,0 และ    4) โฟกัส    0, 4 , 0, 4 และ 

   จุดยอด    5,0 , 5,0       จุดยอด    0, 5 , 0,5  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

5) โฟกัส    3,1 , 3,1 และแกนเอกยาว  6) โฟกัส    3,2 , 3, 6   และแกนโทยาว 

    10  หน่วย        8  หน่วย  
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7) จุดปลายแกนเอก    4, 1 , 4, 1    และ 8) จุดปลายแกนโท    4, 1 , 4, 1    และ 

   ระยะห่างระหว่างโฟกัสเท่ากับ 6  หน่วย    ระยะห่างระหว่างโฟกัสเท่ากับ 6  หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9) ความเยือ้งศูนย์กลางเท่ากับ 1

4
 และมี 10) ความเยือ้งศูนย์กลางเท่ากับ 10

5
 และมี  

   โฟกัส    3, 2 , 3, 2           จุดยอด    1,6 , 1, 4    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11) โฟกัส    1,1 , 1,3 และจุดยอดจุดหนึ่ง 12) จุดยอด    7, 8 , 7,12 และผ่านจุด  1,8  

    อยู่บนแกน Y 
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3.2.3 พาราโบลา 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปแบบทั่วไปของสมการพาราโบลาที่เป็นเสน้โค้งหงายขึน้หรือเสน้โค้งคว่ าลง 2 0x Ax By C     
 

 เมื่อ 0p   พาราโบลาเป็นเส้นโค้งหงายขึ้น 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 4x py     
2

4x h p y k    

จุดยอด  0,0V   ,V h k  

โฟกัส  0,F p   ,F h k p  

ไดเรกตรกิซ์ y p  y k p   

แกนสมมาตร 0x   x h  
 

 

กราฟ 

 

 

  

 เมื่อ 0p   พาราโบลาเป็นเส้นโค้งคว่ าลง 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 4x py     
2

4x h p y k    

จุดยอด  0,0V   ,V h k  

โฟกัส  0,F p   ,F h k p  

ไดเรกตรกิซ์ y p  y k p   

แกนสมมาตร 0x   x h  
 

 

กราฟ 

 

 

  

บทนยิาม พาราโบลา (parabola) คอืเซตของจุดทั้งหมดในระนาบซึ่งห่าง

จากจุด F  ที่ตรึงอยูก่ับจุดหน่ึงและเสน้ตรง l  ที่ตรึงอยู่กับที่

เสน้หน่ึงเป็นระยะทางเท่ากัน จุดที่ตรึงอยูก่ับที่น้ี เรียกว่า 

โฟกัส และเสน้ตรงที่ตรึงอยูก่ับที่น้ีเรียกว่า เส้นบังคับ หรือ 

ไดเรกตรกิซ์ (directrix) ของพาราโบลา 
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รูปแบบทั่วไปของสมการพาราโบลาที่เป็นเสน้โค้งหงายขึ้นหรือเสน้โค้งคว่ าลง 2 0y Ax By C     
 

 เมื่อ 0p   พาราโบลาเป็นเส้นโค้งเปดิด้านขวา 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 4y px     
2

4y k p x h    

จุดยอด  0,0V   ,V h k  

โฟกัส  , 0F p   ,F h p k  

ไดเรกตรกิซ์ x p  x h p   

แกนสมมาตร 0y   y k  

 

 

 

กราฟ 

 

 

 

  

  

เมื่อ 0p   พาราโบลาเป็นเส้นโค้งเปดิด้านซา้ย 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 4y px     
2

4y k p x h    

จุดยอด  0,0V   ,V h k  

โฟกัส  , 0F p   ,F h p k  

ไดเรกตรกิซ์ x p  x h p   

แกนสมมาตร 0y   y k  

 

 

 

กราฟ 
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 เลตัสเรกตัม (latus rectum) คือคอร์ดที่ต้ังฉากกับแกนของพาราโบลา 

และผ่านโฟกัสของพาราโบลา (ส่วนของเสน้ตรงที่มีจุดปลายอยู่บนพาราโบลา 

เรียกว่า คอร์ด (chord) ของพาราโบลา) ความยาวของเลตัสเรกตัม ใช้วัด 

“ความกว้าง” ของพาราโบลา ซึ่งจุดปลายจุดหน่ึงของเลตัสเรกตัมถึงโฟกัส 

เท่ากับ 2 p   ดังน้ัน เลตัสเรกตัมยาว 4 p  หน่วย 
 

แบบฝึกหัด 

1. จงหาจุดยอด จุดโฟกัส สมการไดเรกตริกซ์ และแกนสมมาตรของพาราโบลาในแตล่ะขอ้ต่อไปนี ้พร้อมทั้ง

เขียนกราฟอย่างครา่วๆ 

1) 2 8x y       2)  
2

3 4x y   

 

 

 

 

 

 

 

 

3) 2 4 0x y        4)    
2

1 12 2x y     

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

5) 2 20 0y x       6)  2 7 2y x   
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7) 
2

0
8

y
x        8)    

2
1 12 3y x     

 

 

 

 

 

 

 

9) 2 4 8x y        10) 2 12 36x y   

 

 

 

 

 
 

 

 

 

11) 2 8 8 0y x       12) 2 8 32 0y x    
 

 

 

 

 

 
 

 
 

13) 2 4 8 28 0x x y       14) 2 6 8 41 0x x y     
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15) 2 4 8 36 0y y x       16) 2 10 4 17 0y y x     

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

2. ให้ A  เป็นจุดยอดของพาราโบลา 2 6 8 25 0x x y     และ B  เป็นจุดโฟกัสของพาราโบลา 
2 4 6 8 0y y x     ระยะทาง AB  เท่ากับกี่หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

3. จงหาสมการพาราโบลาที่สอดคล้องกับเงื่อนไขที่ก าหนดให้ 

1) จุดยอดอยู่ที่จุด  0,0  และ   2) จุดยอดอยู่ที่จุด  0,0  และ  

   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด  3,0       จุดโฟกัสอยู่ที่จุด  0, 2  
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3) จุดยอดอยู่ที่จุด  1,3  และ   4) จุดยอดอยู่ที่จุด  2, 2  และ  

   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด  1,4       จุดโฟกัสอยู่ที่จุด  5, 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) ไดเรกตริกซ์ คือ เสน้ตรง 4x    และ 6) ไดเรกตริกซ์ คือ เสน้ตรง 2y   และ 

    โฟกัสอยู่ที่จุด  4,0        โฟกัสอยู่ที่จุด  6,6  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

7) ไดเรกตริกซ์ คือ เสน้ตรง 1y    และ 8) จุดยอดอยู่ที่จุด  1,1  และไดเรกตริกซ์ทับแกน X   

    โฟกัสอยู่ที่จุด  3, 5         
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4. จงเขียนสมการพาราโบลา ซึ่งมแีกน X  เป็นแกนสมมาตร กราฟตัดแกน X  ที่จุด  4,0  ตัดแกน Y  ที่ 

 0, 4  และ  0, 4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. จงเขียนสมการพาราโบลา มีจุดโฟกัสอยู่ที่  1,2  เสน้ไดเรกตริกซ์ขนานกับแกน Y  และจุดยอดอยู่บน

เสน้ตรง 2 0x y    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. จงเขียนสมการพาราโบลา มีจุดยอดที่  2,3  และผ่านจุด  4,5  มีแกนขนานกับแกน X  
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3.2.4 ไฮเพอร์โบลา 

แม้ว่ารูปรา่งของไฮเพอร์โบลากับวงรีจะแตกต่างกันอย่างสิน้เชิง แตบ่ทนิยามและสมการของภาคตัด

กรวยสองชนิดน้ีคล้ายกัน โดยใช้ ผลบวก ของระยะทางจากโฟกัสทั้งสองนยิามวงรี ในขณะที่ไฮเพอร์โบลา ใช้ 

ผลต่าง 

 

 

 

 

 

 

 

รูปแบบทั่วไปของสมการวงร ี 2 2 0Ax By Cx Dy E      

 

 แกนตามขวางขนานกับแกน X 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 2

2 2
1

x y

a b
      

2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

จุดศูนย์กลาง  0,0   ,h k  

จุดยอด  1 , 0V a  และ  2 , 0V a   1 ,V h a k  และ  2 ,V h a k  
 

โฟกัส 
 1 , 0F c  และ  2 , 0F c  

โดยที่ 2 2 2c a b   

 1 ,F h c k  และ  2 ,F h c k  

โดยที่ 2 2 2c a b   

แกนตามขวาง 2a  หน่วย 2a  หน่วย 

แกนสังยุค 2b  หน่วย 2b  หน่วย 

 

 

 

กราฟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทนยิาม ไฮเพอร์โบลา (hiperbola) คือเซตของจุดทั้งหมดในระนาบซึ่ง

ผลต่างของระยะทางจากจุดใดๆ ไปยังจุด 
1F  และ 

2F  ที่ตรึง

อยู่กับที่มีค่าคงตัว โดยที่ค่าคงตัวนอ้ยกว่าระยะห่างระหว่าง

จุดที่ตรึงอยูก่ับที่ทั้งสองจุด จุดสองจุดที่ตรึงอยู่กับที่น้ีเรียกว่า 

โฟกัส (focus) ของไฮเพอร์โบลา 
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รูปแบบทั่วไปของสมการวงร ี 2 2 0Ay Bx Cx Dy E      

 

 แกนตามขวางขนานกับแกน Y 

สมการรูปแบบมาตรฐาน 2 2

2 2
1

y x

a b
      

2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

จุดศูนย์กลาง  0,0   ,h k  

จุดยอด  1 0,V a  และ  2 0,V a   1 ,V h k a  และ  2 ,V h k a  
 

โฟกัส 
 1 0,F c  และ  2 0,F c  

โดยที่ 2 2 2c a b   

 1 ,F h k c  และ  2 ,F h k c  

โดยที่ 2 2 2c a b   

แกนตามขวาง 2a  หน่วย 2a  หน่วย 

แกนสังยุค 2b  หน่วย 2b  หน่วย 

 

 

 

 

กราฟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

สว่นของเสน้ตรงที่ต้ังฉากกับแกนตามขวางที่ โฟกัส  

และมีจุดปลายทั้งสองดา้นบนไฮเพอร์โบลา เรียกว่า  

เลตัสเรกตัมของไฮเพอร์โบลา ซึ่งจุดปลายจุดหนึ่งของเลตัสเรกตัม 

ถึงโฟกัส เท่ากับ 
2b

a
 ดังน้ัน เลตัสเรกตัมยาว 

22b

a
 หน่วย  
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แบบฝึกหัด 

1. จงหาจุดศูนย์กลาง จุดยอด จุดโฟกัส ความยาวแกนตามขวาง ความยาวแกนสังยุค และเสน้ก ากับของ

ไฮเพอร์โบลาในแตล่ะขอ้ต่อไปนี ้พร้อมทั้งเขียนกราฟอย่างครา่วๆ 

1) 
2 2

1
16 9

x y
       2)    

2 2
1 2

1
9 16

x y 
   

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

แกนตามขวางยาว _____ หน่วย   แกนตามขวางยาว _____ หน่วย  

แกนสังยุคยาว _____ หน่วย   แกนสังยุคยาว _____ หน่วย 

เสน้ก ากับ คือ ______________   เสน้ก ากับ คือ ______________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) 
2 2

1
9 16

y x
       4)    

2 2
1 1

1
16 9

y x 
   

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

แกนตามขวางยาว _____ หน่วย   แกนตามขวางยาว _____ หน่วย  

แกนสังยุคยาว _____ หน่วย   แกนสังยุคยาว _____ หน่วย 

เสน้ก ากับ คือ ______________   เสน้ก ากับ คือ ______________ 
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5) 2 29 4 36x y      6)  
2 29 2 25 225x y    

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

แกนตามขวางยาว _____ หน่วย   แกนตามขวางยาว _____ หน่วย  

แกนสังยุคยาว _____ หน่วย   แกนสังยุคยาว _____ หน่วย 

เสน้ก ากับ คือ ______________   เสน้ก ากับ คือ ______________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7) 2 23 3 0y x       8)    
2 2

9 2 7 3 63y x     

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

แกนตามขวางยาว _____ หน่วย   แกนตามขวางยาว _____ หน่วย  

แกนสังยุคยาว _____ หน่วย   แกนสังยุคยาว _____ หน่วย 

เสน้ก ากับ คือ ______________   เสน้ก ากับ คือ ______________ 
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9) 2 216 9 64 80 0x y x       10) 2 24 5 8 20 36 0x y x y      

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

แกนตามขวางยาว _____ หน่วย   แกนตามขวางยาว _____ หน่วย  

แกนสังยุคยาว _____ หน่วย   แกนสังยุคยาว _____ หน่วย 

เสน้ก ากับ คือ ______________   เสน้ก ากับ คือ ______________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11) 2 216 9 36 32 164 0y x x y       12) 2 24 9 18 16 29 0y x x y      

จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____     จุดศูนย์กลางอยูท่ี่จุด _____ 

จุดยอดอยู่ที่จุด __________   จุดยอดอยู่ที่จุด __________ 

จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________   จุดโฟกัสอยู่ที่จุด __________  

แกนตามขวางยาว _____ หน่วย   แกนตามขวางยาว _____ หน่วย  

แกนสังยุคยาว _____ หน่วย   แกนสังยุคยาว _____ หน่วย 

เสน้ก ากับ คือ ______________   เสน้ก ากับ คือ ______________ 
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2. จงหาสมการของไฮเพอร์โบลาที่สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

1) จุดยอด คือจุด    5,0 , 5,0  และ   2) โฟกัส คือจุด    0, 6 , 0,6  และ  

        แกนสังยุคยาว 8  หน่วย           จุด    0, 2 , 0, 2  เป็นจุดยอด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) โฟกัส คือจุด    5,0 , 5,0  และ    4) จุดยอด คือจุด    0, 6 , 0,6  และ  

   แกนตามขวางยาว 6  หน่วย                           ไฮเพอร์โบลาผ่านจุด  5,9  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) จุดยอด คือจุด    1,0 , 1,0  และ    6) โฟกัส คือจุด    0, 8 , 0,8  และ  

   เสน้ก ากับ คือ 5y x                             เสน้ก ากับ คือ 1

2
y x   
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7) จุดยอด คือจุด    1, 2 , 5, 2  และ   8) โฟกัส คือจุด    1, 6 , 1,0    และ 

    แกนสังยุคยาว 6  หน่วย            แกนสังยุคยาว 8  หน่วย  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9) จุดยอด คือจุด    2,2 , 2,6  และ   10) จุดยอด คือจุด    1, 2 , 1, 2  และ  

    โฟกัส คือจุด    2,1 , 2,7                   เสน้ก ากับ คอื 1

2
y x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11) จุดศูนย์กลางที่จุด  3, 4  , มีจุดยอดจุดหน่ึง  12) มีจุดศูนย์กลางและจุดยอดเดยีวกันกับวงรีที่สมการ 

     ที่จุด  3,9  และมจีุดโพกัสจุดหนึ่งที่  3,11                 
2 24

1
4 36

x y
   และโฟกัสทั้งสองห่างกัน 18  หน่วย 

         

 

 

 

 

 

 

 


